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Résumé :
Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux instabilités secondaires et à la formation des bulles dans les
lits fluidisés. Ce problème est traité dans le cadre de la mécanique des milieux continus, à partir des équations de
bilan de masse et quantité de mouvement pour un système diphasique. Des lois constitutives récemment obtenues
à partir des expérimentations en fluidisation liquide-solide, ainsi que des lois constitutives ad-hoc, ont été utilisées
pour la fermeture des équations. Une analyse linéaire a été développée et on en a extrait les taux de croissance des
perturbations de concentration dans les lits fluidisés. L’évolution non-linéaire des perturbations de concentration
est initialement étudiée pour le cas 1D, à partir de la résolution numérique des équations du mouvement. Cela nous
a permis d’établir les limites de la théorie linéaire et aussi d’établir le cadre initial pour les études d’instabilités
dans les systèmes 2D.
Abstract :
In this work, we investigate the concentration instabilities that occur in fluidised beds. We use the equations of
motion for a two-fluid flow and use the closure relations for the stress tensor of the continuum phase composed by
the particles obtained recently from experiments. Confining the system to a 1D geometry, the linear and nonlinear
growth and the saturation of concentration waves in fluidised beds was investigated. A linear stability analysis
was carried out in order to characterise the frequency, the propagation velocity and the growth rates of small
disturbances. The nonlinear evolution of the disturbances was studied via numerical integration of the full 1D
governing equations. This allowed us to explore the limits of validity of the linear theory and to set up an initial
framework for future studies of two-dimensional instabilities in fluidised beds and their connections to bubbles.
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1 Introduction
Considérons l’écoulement d’un fluide à travers un ensemble de particules solides, les parti-
cules étant supportées par une plaque aux orifices et l’écoulement étant vertical de sens contraire
à gravité. Quand le débit de l’écoulement est faible, le fluide écoule entre les particules comme
si elles étaient un milieux poreux. Si le débit de l’écoulement augmente jusqu’au point où la
traînée sur chaque particule égale son poids net, l’ensemble de particules devient mobile et une
petite expansion de la région occupée par les particules est observée. Si le débit est augmenté
à partir de ce point, les particules deviennent totalement mobiles et occupent une grande ré-
gion du réservoir où elles se trouvent. A ce moment, les particules sont fluidisées et on appelle
ce système de lit fluidisé. Le mot fluidisé est utilisé car les particules peuvent être remuées et
versées comme un fluide.
Les lits fluidisés sont des systèmes complexes, dans lesquels on observe une grande variété
de phénomènes physiques. Par exemple, des interactions fluide-particule, comme celles pré-
sentes dans le procès de sédimentation, ainsi que des interactions particule-particule, typiques
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des écoulements de grains, peuvent être également importantes dans certains types de fluidisa-
tion. Ces mécanismes d’interaction, et leur importance pour bien décrire ces écoulements, ne
sont pas encore bien compris et sont le sujet de plusieurs recherches actuelles.
La nature très instable des lits fluidisés est au cœur des recherches scientifiques et indus-
trielles sur ce sujet (cf. Jackson (2000)). Il s’avère que des instabilités de concentration de
particules peuvent dominer la dynamique des lits fluidisés, soit sous la forme d’ondes planes,
qui croissent en amplitude lorsqu’elles se propagent dans le lit (instabilités primaires, Anderson
& Jackson (1967); Batchelor (1988)), soit sous la forme de bulles ascendantes, avec de très
forts gradients de concentration de particules (Anderson et al. (1995)). Le défi est d’établir la
liaison entre ces deux états, peut-être couplés par une instabilité secondaire d’origine gravita-
tionnelle (Anderson et al. (1995); Batchelor (1993)), et de comprendre les différences entre
les instabilités de la fluidisation liquide-solide (dominées par les ondes planes) et celles de la
gaz-solide (dominées par les bulles).
Dans ce travail on présente une étude sur l’évolution non-linéaire des instabilités primaires
(ondes planes) dans la fluidisation liquide-solide. On présente les résultats d’une analyse li-
néaire, d’une théorie pour des ondes en régime permanent de grande amplitude (ondes saturées)
et des simulations numériques de l’évolution des ondes de petite amplitude vers l’état perma-
nent de grande amplitude. Cette étude est essentielle pour comprendre l’état de base pour les
investigations d’instabilités en deux dimensions.
2 Les équations de bilan
On considère l’approche de la mécanique des milieux continus, c’est à dire, que les parti-
cules fluidisées ainsi que le fluide responsable pour la fluidisation sont ici des milieux continus
pour lesquels nous écrivons les équations de bilan de masse et de quantité de mouvement. Ces
équations on été dérivées par Anderson & Jackson (1967) et ont été utilisées récemment dans
le travail de Anderson et al. (1995), par exemple.
Soit u la vitesse moyennée de la phase fluide et v celle de la phase des particules. La concen-
tration locale de particules est représenté par φ, la densité par ρ et la viscosité dynamique par µ,
les indices f et s identifiant la phase en question, fluide ou solide, respectivement.
Les équations de conservation de masse s’écrivent alors :
∂φ
∂t
+∇ · (vφ) = 0 et − ∂φ
∂t
+∇ · [u(1− φ)] = 0 (1)
pour la phase des particules et fluide, respectivement. Les équations de conservation de la quan-
tité de mouvement de la phase des particules et de la phase fluide sont, respectivement :
φρs
(
∂v
∂t
+ v · ∇v
)
= ∇ ·Ts + f + φ(ρp − ρf )g + φρf
(
∂u
∂t
+ u · ∇u
)
(2)
et
(1− φ)ρf
(
∂u
∂t
+ u · ∇u
)
= ∇ ·Tf − f + (1− φ)ρfg. (3)
Les tenseurs des contraintes sont représentés par T et la force volumique d’interaction
fluide-particule par f . On considère que la phase des particules se comporte comme un fluide
linéaire avec la pression des particules ps(φ) et la viscosité des particules µs(φ) qui dépendent
de la concentration des particules, c’est à dire :
Ts = −ps(φ)I+ µs(φ)
[
∇v +∇Tv − 2
3
(∇ · v)I
]
. (4)
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Pour la phase fluide, on propose simplement :
Tf = −pI+ µf
[
∇u+∇Tu− 2
3
(∇ · u)I
]
, (5)
où p est la pression de la phase fluide et µf la viscosité du fluide.
La force d’interaction fluide-particule f est modélisée avec un terme linéaire par rapport à
la vitesse relative entre les phases et une force de masse ajoutée proportionelle à l’accélération
relative entre ces deux phases, c’est-à-dire
f = β(φ)(u− v) + ρfϑ(φ)
[(
∂u
∂t
+ u · ∇u
)
−
(
∂v
∂t
+ v · ∇v
)]
. (6)
Ici, β(φ) est un coefficient qui est déterminé par la corrélation de Richardson & Zaki et ϑ(φ)
est un coefficient réduit de masse ajoutée basé sur celui d’une sphère isolée (cf. Duru et al.
(2002)).
À la suite de ce travail, nous ne considérons que les instabilités unidimensionnelles. Dans
ce cas, l’équation de bilan de la quantité de mouvement du fluide n’est pas nécessaire si on
cherche la solution de (1)-(2) pour φ, v et u. L’équation (3) fournit ensuite, au besoin, le champ
de pression dans la phase fluide. Par intégration directe des équations 1D de bilan de masse,
on obtient le débit moyen q dans uns lit fluidisé, c’est-à-dire q = φv + (1 − φ)u, où v et
u sont la représentation 1D des champs de vitesses v et u. En fait, la quantité q est liée au
paramètre de concentration homogène du lit fluidisée φo et à la vitesse terminale des particules
par la corrélation de Richardson & Zaki (cf. Anderson et al. (1995); Duru et al. (2002)),
q = vt(1− φo)n, où vt est la vitesse terminale des particules et n un paramètre expérimental.
On note que comme on s’intéresse au cas 1D, les lois constitutives proposées par Duru et
al. (2002) peuvent être utilisées pour le tenseur des contraintes de la phase des particules. Pour
la viscosité de particule, ces auteurs proposent :
µs =
18
100
ρsdsvt
φrlp − φ, (7)
où ds représente le diamètre des particules et φrlp représente la concentration de particules dans
une configuration d’empilement aléatoire faible. Malheureusement, cette quantité n’est pas très
bien définie physiquement.
Pour la pression de particule, nous avons d’abord utilisé les expressions proposées par Duru
et al. (2002), à savoir :
dps
dφ
=
7
10
ρfv
2
t ou
dps
dφ
=
2
10
ρsv
2
t , (8)
le choix étant définie par paramétrisation utilisée pour la densité, soit ρf ou ρs.
Néanmoins, le système d’équations proposé ici s’est montré très sensible à la pression des
particules, les résultats étant très différents, et parfois erronés, si le modèle linéaire de pression
de particule présenté dans (8) est utilisé. Il nous a alors fallu revenir au modèle ad-hoc utilisé
par Anderson et al. (1995), c’est-à-dire :
ps(φ) = σφ
3 exp
(
rφ
φmp − φ
)
. (9)
Les constantes σ et r doivent être choisies avec soin. En plus, φmp représente la concentra-
tion d’empilement maximale. Ce modèle nous a permit de retrouver la structure des ondes de
concentration observée expérimentalement.
3
18 ème Congrès Français de Mécanique Grenoble, 27-31 août 2007
2.1 Équations pour les ondes saturées
Les observations expérimentales indiquent que l’amplitude des ondes de concentration croît
à mesure qu’elles se propagent dans le lit fluidisé, jusqu’à saturer. Les ondes de concentration
se propagent, alors, avec une vitesse constante et sans changement d’amplitude ou de sa forme
(profil). Une équation simplifié pour ce régime a été proposée par Duru et al. (2002).
On considère que les ondes saturées se propagent avec une vitesse constante c, étant de ce
fait stationnaires dans le repère qui se propage à cette vitesse. La transformation de variables
X = x− ct est proposée et les équations de bilan sont écrites dans cette nouvelle coordonnée.
Les équations de bilan de masse et des considérations sur la condition d’onde saturée permettent
alors d’éliminer u and v de la version 1D de (2). L’équation suivante, uniquement sur la concen-
tration des particules, est ainsi obtenue :
4
3
cφo
d
dX
[
µs
φ2
dφ
dX
]
+
[
F2(φ)− dps
dφ
]
dφ
dX
+ F1(φ) = 0. (10)
Dans cette équation, F1(φ) représente la traînée et le poids corrigé des particules et F2(φ) re-
présente l’inertie du fluide et celle des particules (cf. Duru et al. (2002)). La dynamique des
ondes saturées est gouvernée surtout par l’équilibre entre les effets visqueux et les effets de la
traînée et du poids corrigé. Les termes d’inertie ne sont que des petites corrections.
L’équation (10) est liée aux conditions de frontière φ(0) = φ(λ) et dφ/dX(0) = dφ/dX(λ) =
0. La vitesse de propagation de l’onde doit être aussi trouvée comme solution de (10). Pour cela,
on impose une restriction intégrale sur une période, obtenue à partir de (10), (cf. Duru et al.
(2002)). Dans la suite nous présentons des résultats sur l’évolution des ondes de concentrations.
3 Études à une dimension : résultats et discussion
Initialement, nous avons fait une analyse d’instabilité linéaire pour bien caractériser les pro-
priétés des modes les plus instables. Les équations (1) et (2) sont linéarisées autour de l’état de
fluidisation homogène. On propose une solution d’onde plane du type exp[i(kx− ωt)], k étant
le nombre d’onde et ω la fréquence des perturbations. On a effectué une analyse de stabilité
temporelle (fréquence ω complexe) et une analyse de stabilité spatiale (nombre d’onde k com-
plexe). Cette analyse fournit la vitesse de propagation et les taux de croissance des différents
modes.
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FIG. 1 – A gauche, taux d’amplification spatial des perturbation infinitésimales de concentration et va-
lidation du code 1D. A droite, les modes les plus instables obtenus par la théorie linéaire et par les
simulations.
Le résultat typique de cette analyse est présenté à la figure 1, pour la configuration 6 étudié
en Duru et al. (2002). Il existe un mode avec un taux de croissance maximal et les mode de
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fréquences plus élevées sont stables. La figure 1 présente aussi les fréquences critiques pour
différentes configurations de concentration homogène du lit fluidisé. Il s’avère que moins est
concentré le lit, plus il est instable à des perturbations hautes fréquences.
La version complète du système non-linéaire 1D des équations (1) et (2) a été aussi résolue
numériquement par un schéma aux différences finies. Deux configurations possibles ont été
étudiées : une pour simuler l’évolution temporelle des instabilités (domaine avec des conditions
de frontières périodiques) et une pour simuler l’évolution spatiale des instabilités (excitation
au niveau de l’injecteur). Un des résultats de validation du code développé est présenté à la
figure (1), à gauche. On note aussi sur la figure (1) que les effets non-linéaires produisent des
changement appréciables sur la fréquence critique des instabilités, surtout pour des lits moins
concentrés.
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FIG. 2 – Profils de concentrations des ondes saturées. A gauche, influence de la concentration de par-
ticules et comparaison des simulations avec la théorie simplifiée. A droite, influence de la fréquence
d’excitation.
L’amplitude et la forme des instabilités de concentration changent à mesure qu’elles se pro-
pagent dans le lit fluidisé et varient avec les paramètres physiques du lit. L’influence de la
concentration des particules à la fluidisation homogène est montrée sur la figure (2). On vérifie
que les instabilités de même fréquence (1.6Hz, dans ce cas-là) donnent naissance à différentes
amplitudes et forme d’ondes, celles de plus grandes amplitudes liées à des configurations moins
concentrées. On vérifie aussi les fortes asymétries du profil de concentration : ceci est causé par
l’inertie des particules qui tombent de la face inférieure des ondes et qui s’arrêtent quand elles
trouvent la face supérieure de l’onde suivante.
L’effet de la fréquence a été aussi étudié, les résultats étant montrés à la figure (2). Les
fréquences plus basses donnent naissance à des instabilités plus importantes, plus asymétriques
et d’amplitude plus importante. Ici on observe aussi la forte différence entre le grand plateau au
niveau de φmax, à cause de la forte viscosité des particules, et la très petite vallée à φmin.
La théorie simplifiée pour les ondes saturées a été testée et l’on voit, à la figure (2), qu’elle
récupère bien la forme de l’onde de concentration et, sur la figure (3), la longueur d’onde des
instabilités. Néanmoins, les calculs de la vitesse de propagation ne donnent des résultats com-
patibles avec les simulation que pour des amplitudes très faibles. Pour de grandes amplitudes
il s’avère que les vitesses sont beaucoup plus faibles que celles prévues par les simulations et,
de plus, les nombres d’ondes n’excèdent pas une valeur critique. Cela peut être dû soit à la
méthode de résolution de (10), qui trouve comme solution une branche instable d’ondes satu-
rées qui n’est pas réalisable dans les simulations, soit à cause de l’incertitude sur la pression de
particule, qui est importante pour le bon calcul du déséquilibre par rapport à l’inertie des phases
dans des configurations très instables (voir le terme en F2(φ) dans (10)).
En ce qui concerne la viscosité de particule, d’une façon générale les différentes méthodes
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d’analyse utilisées dans ce travail donnent des résultats compatibles avec les résultats expéri-
mentaux disponibles pour la longueur d’onde des instabilités.
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FIG. 3 – A gauche, comparaison des résultats des différentes méthodes avec les résultats expérimentaux
de Duru et al. (2002). A droite, évolution spatiale de l’amplitude d’une onde.
Finalement, on considère l’évolution des ondes de concentration dans un lit fluidisé. Le
résultat présenté à la figure (3) montre l’évolution d’une onde excitée à l’injecteur avec une
fréquence de 1.6Hz et une amplitude deO(10−3). L’amplitude croît comme prévu par la théorie
linéaire jusqu’à des amplitudes d’environ 10−2. Après ce moment, la croissance est plus lente
et on observe le début du procès de saturation. Cela nous montre qu’on peut utiliser la théorie
linéaire pour prévoir l’amplitude des instabilités jusqu’à des amplitudes modérées, presqu’à la
moitié de la valeur de saturation.
Une fois l’évolution des instabilités 1D bien comprise, nous examinerons les instabilités
2D, l’état de base pour les analyses de ces instabilités étant les ondes planes considérées dans
ce travail.
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